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üerr Liouville hat im vierten Bande seines Journals, pag. 423 ff., 
eine Abhandlung veröffentlicht über die Integration der Differential- 
gleichung ^2^ 

durch explicite Funktionen, wenn P eine ganze rationale Funktion 
von X ist. 

In dieser ' Arbeit sollen ähnliche Untersuchungen, wie sie Herr 
Liouville für die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung durch- 
geführt hat, in Bezug auf die allgemeine homogene lineare Differen- 
tialgleichung m^^ Ordnung 

deren Coefficienten P ganze rationale Funktionen von x sind, ver- 
anstaltet und dadurch festgestellt werden, von welcher Beschaffenheit, 
wenn diese Differentialgleichung überhaupt durch explicite Funktionen 
zu befriedigen ist, jedenfalls eines der partikulären Integrale, die etwa 
gleich solchen Funktionen sind, sein muss. 

um die Resultate, die ich erhalten habe, ableiten zu können, ist 
es nöthig, zunächst die Definition der expliciten Funktionen, wie sie 
Herr Liouville gibt, sowie einen von diesem Autor aufgestellten Lehr- 
satz, von dem wir häufig Gebrauch machen werden, zu citiren. 

Wenn man mit W{x) eine algebraische Funktion von x bezeichnet 
(wobei es nicht darauf ankommen soll, ob sich diese Funktion durch 
Wurzelgrössen darstellen lässt oder nicht), so werden die expliciten 
Funktionen auf folgende Weise definirt: eine explicite Funktion von x 
ist eine Funktion dieser Variabelen, die dargestellt werden kann, in- 
dem man eine endliche Anzahl mal die Zeichen der algebraischen 
Funktion, des Logarithmus und der Exponentialfunktion, d. h. die 
Zeichen sr(aj), log x, c* anwendet. Die einfachsten expliciten Funktionen 
sind die algebraischen. Man nennt diejenigen expliciten Funktionen, 
die nicht algebraische sind, transcendente Funktionen. Sind die auf 
die transcendenten Operationen bezüglichen Zeichen, die in einer solchen 
Funktion vorkommen, nur über algebraische Funktionen ausgedehnt, 
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so nennt man diese Funktion eine transcendente Funktion erster Art. 
Wenn der Ausdruck einer Funktion, Wielche nicht algebraisch und 
nicht auf eine transcendente Funktion erster Art zurückführbar ist, 
die auf die transcendenten Operationen bezüglichen Zeichen höchstens 
auf Transcendenten erster Art angewendet enthält, so nennt man diese 
Funktion eine transcendente Funktion zweiter Art u. s. w. 
(Vgl. Liouville's Journal, t. IV, pag. 426.) 

Um den von Herrn Liouville aufgesteUten Lehrsatz, auf den wir 
uns öfter beziehen werden, aussprechen zu können, müssen wir zu- 
nächst erklären, was Herr Liouville unter einer monomen Transcen- 
denten versteht. Derselbe nennt eine Transcendente monom, wenn sie 
aus einem einzigen Ausdruck von der Form e" oder log u besteht, wo 
u eine ganz beliebige Funktion ist, und bezeichnet im Allgemeinen 
als monome Transcendente w*^' Art eine solche, b^i der die Funktion u 
eine transcendente Funktion {n — 1)*®' Art ist. Eine transcendente 
Funktion m*®' Art enthält demnach jedenfalls monome Transcendenten 
^i*«', eventuell auch solche niedererer Art. Wir bemerken gleich hier, 
da die Richtigkeit eines grossen Theiles der folgenden Deduktionen 
auf dieser Bemerkung beruht, dass der Lidex «, welcher die Art einer 
transcendenten Funktion bezeichnet, durch Differentiation der Funktion 
erniedrigt, nie aber erhöht werden kann, und dass in die Ableitung 
einer Funktion nur diejenigen monomen Transcendenten eintreten 
können, die schon in der Funktion selbst enthalten sind; es ergibt sich 
diese Thatsache direkt aus den Regela der Differentialrechnung. 

Nun können wir den Satz des Herrn Liouville aussprechen; der- 
selbe gilt unter der Voraussetzung, dass in der transcendenten Funktion 
w*®' Art, von welcher ia ihm die Rede ist, die Anzahl der vorkom- 
menden Transcendenten w*®' Art möglichst klein ist, d. h. dass es 
keine andere dieser Funktion äquivalente Funktion w*®' Art gibt, die 
weniger Transcendenten w*®' Art enthält als diese, unter dieser Voraus- 
setzung lautet der Satz: 

Wenn %'y tj, f u. s. w. monome Transcendenten w*®' Art bezeichnen, 
die in einer transcendenten Funktion w*®' Art enthalten sind, so muss 
jede algebraische Relation zwischen a;, -ö-, i^, ^ • • • und den etwa 
vorhandenen Transcendenten von niedererer als n*®' Art identisch sein 
in Bezug auf -9", iy, g • • •, d. h. sie muss bestehen bleiben, wenn man 
^} Vf ^ ' ' ' ersetzt durch beliebige andere Funktionen von x oder 
durch einfache unbestimmte Buchstaben. 

(Vgl. Liouville's Journal, t. H, pag. 76.) 
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Nun können wir zur Behandlung unserer Aufgabe schreiten, die 
darin besteht, zu ermitteln, von welcher Beschaffenheit jedenfalls eines 
der partikulären Integrale der Differentialgleichung 

£l + P.S^ + i'.S^ + - + P..-0, . . (A) 

deren Coefficienten ganze . rationale Funktionen von x sind, sein muss, 
falls diese Differentialgleichung durch explicite Funktionen befriedigt 
werden kann. 

Wir setzen zunächst voraus, dass die explicite Funktion, die ein 
Integral unserer Differentialgleichung ist, Transcendenten enthält, und 
wählen, wenn es mehrere derartige Integrale gibt, dasjenige unter 
ihnen, das von der niedersten Art ist. Es sei von n*®' Art, dann muss 
in ihm mindestens eine monome Transcendente w*®' Art enthalten sein; 
wir weisen nun nach, dass, wenn die Zahl der in diesem Integral 
vorkommenden monomen Transcendenten n*°' Art auf ihr Minimum 
reducirt ist, keine derselben von der Form 

-9- = log t/, 

wo V eine transcendente Funktion (n — 1)*" Art bedeutet, sein kann. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, es gäbe ein solches Integral 
n*®' Art, das die Transcendente n*®' Art ^ = log v enthält, und stellen 
dasselbe dar in der Porm 

y = Fix, &), 

dann ist diese Funktion F algebraisch in Bezug auf d" (sie kann noch 
andere Transcendenten n**' und niedererer Art enthalten, doch ist es für 
den folgenden Beweis nicht nothig, dieselben ausdrücklich hervorzu- 
heben). Durch Differentiation von y ergibt sich: 



dx 
dx' 



^^F,(x,^), 



dx"^ ^ ' ^' 

WO die Funktionen, die wir mit J?\, jPa * ' * ^m bezeichnet haben, 
sämmtlich algebraisch sind in Bezug auf %• und nur diejenigen monomen 
Transcendenten, die in F{Xy %) selbst vorkommen, enthalten können. 
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Setzt man die Werthe der Funktion y und ihrer Ableitungen in die 
Differentialgleichung (A) ein, so erhält man die Gleichung 

Fjx.d') + P^F^^tix.d') + h Pm-iF,(x, #) + P„,F(x, d-) = 0; 

dieselbe ist algebraisch in Bezug auf ^y sie muss also nach dem in 
der Einleitung citirten Satze (vgl. pag. 6) bestehen bleiben , wenn man 
in ihr {i -}- ^ am die Stelle von d" setzt, wo fi eine ganz beliebige 
Constante ist, man hat mithin die Gleichung 

F^ (^, f* + ^) + Pi F„ _ 1 (a;, ft + ^) + . . - + P« F(x, /t + ^) = 0. ( 1 ) 

Bildet man aber yon der Funktion 

y = F{x, n + ») 

die m ersten Ableitungen, so erhält man 



= F,(a;,^ + *), 



±^ = F„(x,(i + 9), 

d. h. man erhält jetzt genau dieselben Funktionen von x und [i -\- d-^ 
wie vorhin von x und », wovon man sich durch Ausrechnung leicht 
überzeugt; wenn d- nicht der Logarithmus einer Funktion von x wäre, 
so ergäbe sich dieses Resultat nicht mehr. Setzt man die obigen 

Werthe von y, — ^ in die linke Seite der Differentialgleichung (A) 

ux ctx 

ein, so erhält man einen Ausdruck, der nach Gleichung (1) gleich Null 

ist, es ist also 

y = Fix, ft + ^) 

ebenfalls ein Integral der Differentialgleichung (A), wenn 

y = Fix, ^) 
ein solches ist. 

Durch Differentiation der Differentialgleichung (A) nach ^ entsteht 

die Gleichunjr 
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wir besitzen folglich in ^— und, wie man sofort sieht, auch in allen 

folgenden Ableitungen von y nach ft Integrale unserer Differential- 
gleichung. 

Indem wir die m ersten dieser Ableitungen bilden und dann 
/x = setzen, erhalten wir die Integrale 

F'^ix,»),F';{x,»),-..Ff'\x,»). 

Wären unter ihnen einige, die für jeden Werth von x verschwinden 

und F^^\x, d) dasjenige unter diesen, das die niederste Ableitung von 

F iiach d" ist, d. h. das den kleinsten Index k hat, so müsste die für 
d" algebraische Gleichung 

F^\x, ^) = 

noch erfüllt sein, wenn man an Stelle von d^ die unbestimmte Grösse i 
einführt, es müsste also 

Fl'\x, i) = 

sein; hierin könnte man F(x,i) als Funktion von i auffassen, es er- 
gäbe sich dann durch Integration 

Fr\^,i)^[Fr'\x,i)i^^^, 

wo i^ ein willkürlich gewählter spezieller Werth von i ist; man könnte 
jetzt i wieder durch -d* ersetzen und hätte so in 

ein Integral, das d- nicht mehr, ausserdem nur die in y = F{x, -d") 
selbst vorkommenden Transcendenten, folglich weniger Transcendenten 
w*°' Art als y enthält, das mithin unserer Voraussetzung widerspricht. 

Es kann dieses Integral F^^'~^^{x, %) nicht selbst für jeden Werth von 

X verschwinden, weil wir die Annahme gemacht haben, es sei der 
Index h kleiner als der jedes anderen für jeden Werth von x ver- 
schwindenden Integrals; wäre ifc= 1, so ergäbe sich genau wie eben, 
dass F(Xyd'), gegen die Voraussetzung, d" nicht enthielte; es ist somit 
in jedem Falle nachgewiesen, dass keines der obigen m Integrale für 
jeden Werth von x Null werden kann. 

Betrachten wir nun das System der m -\- 1 Integrale 

F(x, »), J^^(a,, ^), F'^i'^, *),••• K\x, »), 

so muss entweder zwischen den m ersten derselben eine lineare homo- 
gene Relation mit constanten Coefficienten bestehen, oder diese bilden 
ein Fundamentalsystem, 
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Dass diese m Integrale einer linearen homogenen Gleichung mit 
Constanten Coefficienten nicht genügen können, werden wir jetzt zeigen. 

Es sei, wenn wir mit Äy B - - ' N bestimmte Constanten be- 
zeichnen, 

F';'-'\x, ») + ÄF';-\x, ») + BF';^\x,») + • . • + NF{x, *) = (2) 

eine solche Gleichung; da sie algebraisch ist in Bezug auf 'O-, so lässt 
sich dieses durch die unbestimmte Grösse i ersetzen, und man kann 
nun die Gleichung (2) als eine homogene lineare Differentialgleichung 
(m — 1)*" Ordnung mit constanten Coefficienten für F{x, i) als Funktion 
von i betrachten; als solche hat sie das allgemeine Integral 

oder . . . (3) 

F{x, = (« + ßi + yi' H ) ß"'' H h ^^'^S 

je nachdem alle Wurzeln der Gleichung 

von einander verschieden oder einige derselben einander gleich sind. 
a, ßy y ' ' ' sind von i unabhängige Grössen, die man, wenn man 
will, dadurch bestimmen kann, dass man dem im — 1 spezielle Werthe 
beilegt. Da F(Xj i) eine algebraische Funktion von i ist, so sind die 
beiden Gleichungen (3) unmöglich; denn dieselben sagen aus, es sei 
eine algebraische Funktion gleich einer Summe von Exponential- 
funktionen; dies ist aber, wie Herr Liouville im zweiten Bande seines 
Journals, pag. 69 ff., beweist, nie der Fall, die Relation (2) kann 
folglich nicht stattfinden, wenn F{x^ i) eine der oben angegebenen 
Formen hat. 

Zu untersuchen ist nur noch der spezielle Fall, dass einige oder 
alle Wurzeln der Gleichung (4) gleich Null' sind. Verschwinden jiur 
einige derselben, so müssen in dem Ausdruck, der sich für F{Xj i) 
ergibt, die Coefficienten aller Glieder, die noch Exponentialfunktionen 
enthalten, gleich Null sein, weil wir sonst wieder dieselbe absurde 
Gleichung wie oben erhielten; das Integral hat mithin, falls überhaupt 
Wurzeln der Gleichung (4) verschwinden, die Form 

F(x, i)=^a + ßi + yt^-i \- fii^-\ 

wo n < m oder w = m ist, je nachdem nur einige oder alle Wurzeln 
dieser Gleichung den Werth Null haben. Hieraus folgt, da man nun 
i wieder durch d" ersetzen kann, 

F{x, d) = a + ßd' -i- yd'^ -] f- fid^^-^, 
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und aus dieser Gleichung ergibt sich durch Differentiation 

F';-'\x, ») == (n - 2) \ (i , 

man hätte also, da ^ von d" unabhängig ist; ein Integral unserer 
Diflferentialgleichung (A), das d' nicht mehr, mithin, weil neue Trans- 
cendenten durch die DiflFerentiation von F(x, •O') nicht hervorgerufen 
werden können, weniger Transcendenten «*®' Art als y enthält, das 
folglich unserer Voraussetzung, nach der in y die Zahl der Transcen- 
denten w*®' Art auf ihr Minimum gebracht sein soll, widerspricht. 

In jedem Falle ergibt sich daher, wenn wir die Relation (2) als 
möglich annehmen, ein Widerspruch; eine solche Relation kann des- 
halb nie stattfinden, d. h. die Integrale 

müssen, wenn sie überhaupt möglich sein sollen, ein Fundamental- 
system bilden. Dann ist aber das (m + 1)*® Integral F^^\xj%) jeden- 
falls in folgender Form darstellbar: 

F<;'(a:, ^) = A, F^r'K^^ ») + -^1 F^^'i^, ») + ■■■ + B, Fix, ») 

WO' die Grössen Ä^y B^ • • • iJ^ bestimmte Constanten bedeuten. 

Diese Gleichung ist algebraisch in Bezug auf -O", man kann das- 
selbe deshalb durch die unbestimmte Grösse i ersetzen und dann für 
die entstehende homogene lineare Diflferentialgleichung m*®' Ordnung 
mit Constanten Coefficienten für F(Xy i) als Funktion von i genau die 
oben angestellten Betrachtungen wiederholen. Man gelangt dann zu 
denselben absurden Resultaten, wie wir sie dort erhalten haben, es 
ist daher überhaupt nicht möglich, dass das Integral 

y = F(x, d') 
eine Transcendente w*®' Art von der Form 

d" = log V 
enthält. 

§. 2. 

Da wir nun nachgewiesen haben, dass in unserem Integral y, das 
eine transcendente Funktion w^' Art nach Voraussetzung sein soll, 
kein Logarithmus n*®' Art vorkommen kann, so müssen nothwendig 
alle darin enthaltenen monomen Transcendenten n*®' Art die Form 

haben, wo v eine Funktion (n •— 1)*®' Art ist. 
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Eioe dieser ExpruieittiaKiaiiktioiien beben wir wieder berror, in- 
dem wir das Integral in der Form • 

üebreiben^ wo wir unter ^ eine Transeendente n^ Art ron der Fonn e* 
reritehen; die Funktion J* ist dann algebraiscb in Bezog aof 9, nnd 
es ergibt sieb dnrcb Differentiation: 



wo die Funktionen jF,, l^^ • • - F,n alle in Bezug auf ^ algebraisch 
sind. Man erbält, wenn man diese Werthe der Funktion y und ihrer 
Ableitungen in die Differentialgleiebnng (A) einsetzt, die Gleichung 

24 (x, #) + I\F,„^t(x, &) + P^F„,^^{x, ^) + . . . + P„,F{x, #) = 0, 

die^ da nie algebraisch ist in Bezug auf ^j auch noch erfüllt sein 
musS; wenn man in ihr ft^ an die Stelle von %^ bringt; sie lautet dann 

FJx, II») + P,F,,^t(x, II») -\ + P„,F(x, II») = 0. . . (5) 

Bildet man jetzt yon 

y = F(x, II») 

die m ernten Ableitungen, so findet man die gleichen Funktionen von 
X und n», die man oben von x und » erhielt, d. h. man findet die 
Werthe 



ax 

wovon man sich durch Ausrechnung überzeugt, wenn man berück- 
sichtigt, dass 

(W ^ dv 



dx dx 

d^» 
dx^ " 



^ [S + (-S-)']' ^- «• f- 
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ist. Setzt man die obigen Werthe der Funktion y und ihrer Ab- 
leitungen in die Differentialgleichung (A) ein, so ist diese erfüllt; 
denn als Besultat dieser Operation erhält man nichts anderes als 
Gleichung (5), es ist somit 

wo ft eine ganz willkürliche Constante ist^ immer ein Integral der 
Differentialgleichung (A), wenn 

y = F{x, d') 
derselben genügt. 

Wie in §. 1 sind auch hier alle Ableitungen von y nach ft 
Integrale unserer Differentialgleichung, wir bilden uns deshalb, indem 
wir m mal nach fi differentiiren und nach der Differentiation /x = 1 
setzen, folgendes System von Integralen: 

F(x, »), »r^ix;»), Q»F';(x, »)■■• »"'if'ix, »). 

Von diesen kann das Integral %'F'{Xy%) nicht für beliebige Werthe 
von X verschwinden; denn die Gleichung 

ist algebraisch für -9", man erhielte mithin, wenn man %• durch i er- 
setzte, durch Integration 

F{x,i) = F{x,i,), 
WO Iq ein spezieller Werth von i ist, also auch 

Fix, %) = F{x, g , 

d. h. F{x, %) enthielte, gegen die Voraussetzung, %' nicht. 

Wenn unter den übrigen obigen Integralen, {F(x,%) selbst ist 
natürlich hier ausgenommen, da diese Funktion, wenn unsere Be- 
trachtungen überhaupt einen Sinn haben sollen, nicht identisch Null 
sein kann) sich solche befinden, die für jeden Werth von x verschwinden, 

und es ist %^F^^{Xy %) unter diesen dasjenige mit dem niedersten 

Index J, so folgt wie auf pag. 9 aus 

Ff ix, «.) = 
die Gleichung 

F'l-\x,%)^[F^:-yx,i)l^^, 

wo F^^~'^\x, &•) nach der eben gemachten. Voraussetzung nicht für 

jeden Werth von x verschwinden kann; wir haben folglich in diesem 
Falle ein Integral von der Form 
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dessen Faktor a die Transcendente d" nicht mehr enthält. 

Dass wir ein Integral von dieser Form immer finden können, 
auch wenn keines der obigen Integrale identisch verschwindet, wenn 
nur die Dijßferentialgleichung ( A) überhaupt durch eine explicite Funktion, 
die Transcendenten enthält, befriedigt werden kann, werden wir nun 
nachweisen. 

Für den Fall, dass keines der m + 1 Integrale auf pag. 13 iden- 
tisch verschwindet, besteht entweder zwischen den m ersten derselben 
eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten, oder sie 
bilden ein Fundamentalsystem, und es lässt sich folglich das Integral 

%^Fp{Xy %) als lineare homogene Funktion mit constanten Coeffi- 
cienten dieser m Integrale ausdrücken. 

Ist das erstere der Fall, und bezeichnet man mit a, b * - - p 
bestimmte Constanten, so hat man die für d" algebraische Gleichung: 

»""'F^r'^i^, ») + a»'"-' F'r'\^' *) + ...+ pF(x, ») = 0, (6) 

die nach dem in der Einleitung citirten Satze des Herrn Liouville 
bestehen bleiben muss, wenn man d' durch die unbestimmte Grösse i 
ersetzt. Man erhält dann eine homogene lineare DifiFerentialgleichung 
(m — 1)*®' Ordnung für F{Xy i) als Funktion von i. Das allgemeine 
Integral derselben lautet 

F{x, i) = ai""' + ß^' -] f-^r*»-!, . ... (7) 

wenn die Wurzeln r^^, r^ . . . ^m-i der determinirenden Fundamental- 
gleichung 

r(r—l)(r — 2) • • • (r — m -|- 1) + ar (r — 1) • • . (r — m + 2) . . 

-| — • + lr-{-p = 

alle von einander verschieden sind, a^ ß - • • 6 sind von i unabhängige 
Grössen, die man bestimmen kann, indem man dem i spezielle Werthe 
hy h * ' ' im-2, im-1 gibt. 

Sind einige der Wurzeln r der Gleichung (8) irrational oder 
imaginär, so müssen die Coefficienten der betrefienden Potenzen von 
i verschwinden in der Gleichung (7), weil i zu einer irrationalen oder 
imaginären Potenz erhoben eine Transcendente zweiter Art ist (vgl. 
Liouville's Journal, t. II, pag. 94), weil man also, wenn diese Coef- 
ficienten nicht verschwinden, das absurde Resultat erhielte, es sei eine 
algebraische Funktion von i gleich einer transcendenten Funktion 
zweiter Art dieser Variabelen. 
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Wenn nicht alle Wurzeln in der Gleichung (8) von einander ver- 
schieden sind, hat das Integral unserer Differentialgleichung für i einen 
Werth, in welchem Glieder, die Potenzen von log i enthalten, vor- 
kommen; die von i unabhängigen Coefficienten dieser Glieder müssen 
verschwinden, weil sonst wieder die algebraische Funktion F{x, i) von 
i gleich einer transcendenten Funktion wäre. 

Sind endlich alle Wurzeln der Gleichung (8) irrational oder ima- 
ginär, so ist die Gleichung (7) unmöglich, die vorausgesetzte Relation (6) 
kann deshalb in diesem Falle überhaupt nicht bestehen. In jedem 
Falle aber, wo die Gleichung (8) nicht lauter irrationale oder imaginäre 
Wurzeln hat, enthält die Gleichung 

F{x, i) = ai""' + ßf' -] \-ri''», 

in der r^, rg • • • r„ die von einander verschiedenen rationalen Wurzeln der 
Gleichung (8) bezeichnen, keinen Widerspruch, man kann mithin in ihr 
wieder i durch d' ersetzen und erhalt demnach unser Integral y in der Form 

F(x, d) = ad'''' + ßd'''' -I h T'Ö'''», 

wo die Grössen a, /3 • • • r von ^ vollkommen unabhängig sind und 
als von Null verschieden vorausgesetzt werden. 

Aus diesem Integrale kann man, wie wir früher sahen, dadurch, 
dass man d" mit ganz willkürlichen Gonstanten multiplicirt, beliebig 
viele neue Integrale der Differentialgleichung (A) bilden. Wir stellen 
ihm die n — 1 folgenden an die Seite: 

F(x, fid') = a^i'^d'''' + ßii'^d''' H 1- r/'«'^'"«, 

F(x, vd) = av*''d^' + ßv^'f' -] \- Ti/''^'^''"'*, 



F{x, Qd') = aQ''d'*'' + ßo'^d'''' H h r/^-ö-'*«; 

dann ergibt sich,, wenn man aus diesen Gleichungen und der Gleichung 
für F(x, d") den Werth von ad^' berechnet, für diesen der Ausdruck: 

F(x,d) , 1 , 1 , ... 1 



«#'•» = 



. . . 



V 



• Q^n 
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Da dieser Ausdruck dadurch entsteht, dass man die Integrale 
F{x, %), F {x, ^%) • • • F{Xy Qd') mit Constanten multiplicirt und 
addirt, muss er selbst ein Integral unserer Differentialgleichung sein, 
wir haben somit nachgewiesen, dass es, wenn die Relation (6) besteht, 
immer ein Integral w*^ Art von der Form ad^ gibt, wo a die Trans- 
cendente -ö* = 6" nicht mehr enthält. 

Wenn die Nennerdeterminante in dem sich ergebenden Werthe 
von ud"*" verschwände, wären die letzten Betrachtungen nicht giltig; 
dieses Bedenken können wir jedoch fallen lassen, da offenbar die ganz 
willkürlichen Constanten ft, v • • • 9 immer so gewählt werden können, 
dass diese Determinante nicht verschwindet. 

Nachdem wir nun die Existenz eines Integrals von der Form ad-^, 
wenn zwischen den m ersten Integralen auf pag. 13 eine homogene 
lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht, dargethan haben, 
werden wir jetzt zeigen, dass ein solches Integral sich auch immer 
finden lässt, wenn die obige Relation nicht existirt, wenn also diese 
m Integrale ein Fundamentalsystem bilden. 

Es besteht dann jedenfalls die Gleichung: 

^''F^fix, ^) = Ä^''-''F^^^'\x, ») + Bd''^''F^^-'\x, #) 

H h Md'F'^ix, d) + NF(x, -9-) = 0, 

wo die Grössen Äy B » - - N bestimmte Constanten sind. Da diese 
Gleichung algebraisch ist in Bezug auf d', lässt sich d' durch die un- 
bestimmte Grösse i ersetzen, man erhält dann eine Differentialgleichung 
^ter Ordnung für F(x, i) als Funktion von i, die sich genau so be- 
handeln lässt wie die Differentialgleichung (m — 1)*®' Ordnung, mit 
der wir es bis jetzt zu thun hatten; man findet daher auch in diesem 
Falle ein Integral n^^"^ Art der Differentialgleichung (A) von der Form 

dessen Faktor a die Transcendente d" nicht mehr enthält, wenn es 
überhaupt ein Integral derselben gibt, welches gleich ist einer expli- 
citen Funktion, in der Transcendenten w*®' Art vorkommen. 

In diesem Integrale «'9''' kann man jetzt eine zweite Exponential- 
funktion w*®' Art, die wir mit g bezeichnen wollen, herausheben, also 
etwa setzen 

dann lassen sich für dasselbe in Bezug auf g ganz dieselben Betrachtungen 
anstellen, wie wir sie eben für F(x, d) in Bezug auf d^ angestellt haben, 
man erhält ein Integral von der Form 
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welches, da es durch Multiplication der Funktionen 

g>{x, ^t) = »''<Pi{^> l^t) > 

mit Constanten und Addition der entstehenden Werthe gebildet ist, 
'^'* noch als Faktor enthält, das mithin die Form 

hat, wo in o die Transcendenten w*®' Art -9^ und f nicht mehr vor- 
kommen. 

Führt man an diesem Integral wieder dieselben Operationen aus 
und wiederholt dieses Verfahren so lange, bis alle Exponentialfunktionen 
n**' Art, die in dem ursprünglichen Integral y vorkommen, auf die 
eben angegebene Weise behandelt sind, so erhält man schliesslich als 
Integral der Differentialgleichung (A) eine transcendente Funktion der 
n*®** Art, die alle Exponentialfunktionen w*®' Art als Faktoren enthält. 
Dieselbe hat, wenn u,v,w - - • transcendente Funktionen (n — 1)**' Art 
bedeuten, also 

die vorkommenden Transcendenten w*®' Art sind, die Gestalt 

und o können höchstens Transcendenten (n — 1)'®' Art enthalten, 
sipd mithin transcendente Funktionen von höchstens (w — 1)**' Art. 
Es gilt daher der Satz: 

Wenn überhaupt eine transcendente Funktion w*®' Art der Differen- 
tialgleichung (A) genügt, so hat dieselbe ein Integral von der Form 

y = ö€f", 

in welchem und o transcendente Funktionen höchstens (n — 1)*®' Art sind. 

§. 3. 

Um die Beschaffenheit dieses Integrales näher zu untersuchen, 
setzen wir 

M fidx 

y =z 0e = e ; 

dann kann, da man für t die Gleichung 

, 1 dö ^^ doD 
a dx "^ dx 

Koehler. Q 
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hat, diese Funktion t, wenn sie eine transcendente Funktion ist, 
höchstens eine solche von (n — 1)**' oder noch niedererer Art sein. 
Wie wif sogleich sehen werden, kann aber t überhaupt keine Trans- 
cendenten enthalten; wir beweisen nämlich, dass, wenn t eine trans- 
cendente Funktion ^^ Art wäre (wo g selbstverständlich kleiner als n 
sein muss), unserer DifiFerentialgleichung (A) ein Integral, das als 
Transcendenten höchster Art nur solche von der g*®** Art enthielte, 
genügen müsste, dass folglich gegen die Voraussetzung unser Integral y 
nicht die transcendente Funktion niederster Art wäre, die der Differen- 
tialgleichung (A) genügt. 
Nehmen wir an, es sei 

wo %' eine Exponentialfunktion ^^ Art bedeuten und die Anzahl der 
in 9 vorkommenden Transcendenten ^^ Art auf ein Minimum reducirt 
sein soll. Aus dem Integral 

ergibt sich dann durch Differentiation 

die Funktionen X2y Xa ' ' ' Xm, die hier zur Abkürzung eingeführt sind, 
setzen sich zusammen lediglich aus der Funktion q) und deren Ab- 
leitungen und zwar nur unter Anwendung der Operationen der Addi- 
tion und Multiplication, sie sind mithin alle algebraisch in Bezug auf 
^. Wenn man die eben gefundenen Werthe von y und dessen Ab- 
leitungen in die Differentialgleichung (A) einsetzt, folgt die für -9" 
algebraische Gleichung 

die noch erfüllt sein muss^ wenn wir ^id^ bm Stelle von -9" in sie ein- 
führen {fi bedeutet wie seither eine willkürliche Constante). Die 
Gleichung lautet dann 

Xm{x, 11^) + Pam^i{x, ^fr) + . . . + P,n-^ip{x, (l») + P. = 0. (9) 
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Bildet man direkt von 

die Ableitungen nach Xy so ergeben sich, weil % eine Exponential- 
funktion ist, hier dieselben Punktionen von x und ftO*, die wir auf 
pag. 18 von x und O* erhielten, d. h. man findet 

i . (10) 

jW — 1 . 



dx 

dx 

Die Gleichung, die entsteht, wenn man diese Werthe in die Differen- 
tialgleichung (A) einsetzt, stimmt genau mit der Gleichung (9) über- 
ein; unsere Differentialgleichung ist somit durch jedes Integral von 
der Form 

Vi =e 
zu befriedigen, wenn ihr die Funktioü 

f(p (x, 9) dx 

genügt. 

Wir sahen früher, dass in diesem Falle auch alle Ableitungen 
von jfi nach [i Integrale der Differentialgleichung (A) sind, es muss 
deshalb, wenn wir die m — 1 ersten dieser Ableitungen bilden, für 
diese die folgende Gleichung bestehen: 



y 



dy, d^y, d^-'y. 



• • • 



dy, d f dy, \ d / d'y, \ _d_ / d'^-'yÄ 

dx ' dx \dfi)^ dx \d(i*)' dx ^dii"^'^^ 

d'y, d' / dy, \ J^ f d'y, \ ^ _d«_ / g"*-^y» \ 

dx^ ' da;» \aft/' dx^ \dfi^/' dx^ ^dyJ^-^^ 

• • • • 

■ • • • 



,m — 1 ' j^m 
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wo die Constante c von Null verschieden oder gleich Null ist, je 
nachdem die m Integrale 



Vi 



^Vi ^'2/1 



iW — 1 



2/1 



ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (A) 
bilden oder nicht. (Vgl. die Abhandlung des Herrn Fuchs „Zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen^', Borchardt^s Journal, Bd. 66, 
pag. 126 ff.) 

Um die Determinante z/ passend umzuformen, kehren wir in ihr 
zunächst die Reihenfolge der Differentiationen nach x und ^ in den 
einzelnen Gliedern um und führen dann mit Hilfe der Formeln (10) 

die Differentiationen von — ^, — —. • • 

dx dx^ 



(T 



— 1 



Vi 



dx 



^ nach fi aus: 



dfi[dx) y^ d(i ^^ dii' 

d(i^ \dx)~^^ dii^ "^ ^ dii dfj^ "^ ^ dti^ > 



r |-^~ I = Va ^ + (m ~ l)i 



dy, d 



m— 2 






Ö/Lt a^A 



^ \' q) 



\m — 1 



Vi 



m — 2 



a^ 



m— 1 > 



^yi 



U. S. f. 



/ a'yi \ 0x2 , 

dfi \dx*) ~y^ dfi "l"^* dii 

Wenn man, nachdem diese Differentiationen so weit vollführt 
sind, die Glieder der ersten Horizontalreihe von ^ mit (p, resp. 
X2y Xs ' ' * Xm—i multiplicirt und dann von den entsprechenden Gliedern 
der zweiten, resp. dritten, vierten, • • • m^^ Reihe subtrahirt, so ver- 
schwinden alle Glieder der ersten Verticalcolonne mit Ausnahme des- 
jenigen, das der ersten Reihe angehört, und man erhält für die Deter- 
minante jd den folgenden Ausdruck: 

^yi ^*yi 



im — 1 



Vi 
dyi 

dx 



dx 



(dyA Jl ( dyA 






Vi. 

m — l 



-1 V dx ' 



(T-y, d /<r 



d«"-^ ' »fi ^dx""-^'' dfi, 
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dx^ 



Vi 






y^ d"^ ^y^ d(i^ "^"a/* d(i ' ^^ dii"" ^"^3(1 dfi^ ^"'dfi'' dii 






a/** aix ' 



im — 1 



m— 2 



• • • yi 



• •• yi 



.w* 



dfji 

^m-1 



S-+(— i)/^-FS- + - + (— 1)?^ -?= 



Zs 



dfi: 



JWi — 1 



m— 1 



+ (m - IX 



ai* a^i^ 



TO— 2 



afi a^i' 



-^+...+(^_i) 



a/ii 

^m-.2 



m— 2 



m— 2 



afi' 



m— 2 



a/iA 



• yi 



-— + (w - 1)1 



im— 2 



^8 r 



.wi — 2 



+ (m - 1) 



^•»-»y, az,„_i 



.m— 2 



Wie man sieht^ tritt y^ noch einmal aus dieser Determinante 
heraus. Multiplicirt man jetzt die Glieder ihrer ersten Colonne mit 

_2-^-,re8p. -3^,..., -(m-l)^ 

und addirt sie zu den entsprechenden Gliedern der zweiten^ resp. 
dritten, vierten, • • • (m — 1)**" Colonne, so fällt in jeder dieser Colonnen 
der letzte Summand jedes Gliedes weg, und aus der zweiten derselben 
lässt sich nun auch y^ heraussetzen. Wenn man hierauf die Glieder 
dieser Colonne mit 

— 3 -f^, resp. - (4)2 -^, ... — (m - 1) 



y, 



multiplicirt und dann zu denjenigen der dritten, resp. vierten, - . . 
(m — 1)*^ Colonne addirt, so fallen in diesen wieder in jedem Gliede die 
letzten Summanden heraus, und man kann jetzt auch aus der dritten 
Colonne j^| herausnehmen. Man sieht ein, dass man durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens schliesslich zu folgender Gleichung kommt: 



z/ = 



m 

Vi 



a<p 
a^i 

^z« 



a> 
aft« 



im — 1 



y 



dfi 



m— 1 



m — 1 



} 



dt^' 



sm — 1 



^m—l 



dft 



d(i' 



af* 



m — 1 



= ce -^ ; . . (11) 
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aus ihr aber ergibt sich, wenn c von Null verschieden ist (den Fall 
c = behandeln wir nachher), y^ gleich einer Funktion, die Trans- 
cendenten von höchstens g*®' Art enthält; denn die Determinante, die 
lediglich gfüs fp{x,ii%) und den Ableitungen dieser Funktion nach x 

und ^ zusammengesetzt ist, enthält höchstens solche, und e ' ist 
eine Transcendente erster Art, weil P^ nach der Voraussetzung eine 
ganze rationale Funktion von x ist. Dieses Integral tfi der DiflFerential- 
gleichung (A) enthielte daher nur Transcendenten von niedererer als 
n*®' Art, es wäre somit das y, das wir unseren Betrachtungen zu 
Grunde gelegt haben, als Integral n*®' Art nicht dasjenige, das 
unter allen Integralen dieser Differentialgleichung von der niedersten 
Art ist. 

Aus diesem Widerspruch folgt, dass die Funktion t, falls die 
Gonstante c in der Gleichung (11) von Null verschieden ist, keine 
Exponentialfunktion g*®' Art enthalten kann. 

Ist in der Gleichung (11) c = 0, so muss die Determinante auf 
der linken Seite dieser Gleichung, die wir mit 2) bezeichnen wollen, 
ebenfalls verschwinden. Wenn wir berücksichtigen, dass 
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Xm—l 
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_ Am-1 ^ 9> 
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^X2 



dfld" 






sm — 1 
^m-1 ' 



^ Xm—1 



ist, so folgt, sobald wir die ganz willkürliche Gonstante ff = 1 
setzen, 
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D = 
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d%^ 




d'x. 


m(m — 1) 
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a^ 



,m — 1 



jm 



3Jm — 1 



d& 



ar^ 



a-O" 



w» — 1 



und es muss, wenn D = ist, diese Determinante, die wir mit D' 
bezeichnen wollen, verschwinden. Da die Gleichung ZX = algebraisch 
ist in Bezug auf d-j so lässt sich in ihr d durch die unbestimmte Grösse i 
ersetzen. Fasst man nun ihre Glieder als Funktionen von i auf, so 
sind die Glieder ihrer Verticalcolonnen die successiven Ableitungen der 
Glieder der ersten Colonne nach i, es muss mithin, wenn D' = sein 
soll, die Relation 



d(p(x,%) 



+ C^ 



dx.,ix,%) 



+ 



+ Cm-l ?rr- = ü 



'öi ' ^2 di ' ' "'""^ di 

bestehen, wo die Grössen c in Bezug auf i sich wie Constanten ver- 
halten. (Vgl. die Abhandlung des Herrn Fuchs „Zur Theorie der 
linearen Differentialgleichungen", Borchardt's Journal, Bd. 66, §. 2.) 
Durch Integration folgt aus der letzten Gleichung 

hier könnte man auf der linken Seite wieder i durch O* ersetzen und 
erhielte so eine in Bezug auf 0* algebraische Gleichung; den sich aus 
derselben ergebenden Wer^h von %' könnte man in (p einsetzen, es 
wäre also gegen die Voraussetzung in der Funktion q) die Anzahl der 
vorkommenden Transcendenten c^^ Art nicht auf ihr Minimum reducirt. 
Somit ist auch für den Fall, dass in Gleichung (11) c = ist, nach- 
gewiesen, dass in der Funktion 9 eine Exponentialgrösse g*®' Art nicht 
auftreten kann. 

Dass auch kein Logarithmus g^^ Art in t enthalten sein kann, 
findet man durch folgende Ueberlegung: 

Es sei in dem Integral der Differentialgleichung (A) 

f(p (ar, 9) dx 

-O" ein Logarithmus der ^*®° Art, dann überzeugt man sich genau wie 
auf pag. 18 ff., dass auch 
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Vi 



f<p{x,fi-\'»)dx 



dieser Differentialgleichung genügt Wenn wir jetzt die w — 1 ersten 
Ableitungen von y^ nach ft bilden und genau die eben angestellten 
Betrachtungen wiederholen, so erhalten wir eine Gleichung, die in der 
Form mit der Gleichung (11) vollkommen übereinstimmt, wir haben 
also, falls c von Null verschieden ist, wieder ein Integral der Differen- 
tialgleichung (A), das Transcendenten von höchstens g*®' Art enthält, 
das somit den von uns gemachten Voraussetzungen widerspricht. 

Ist c = 0, so bringt man die Determinante D unter Berücksich- 
tigung, dass, wenn man nach der Differentiation ft = setzt, die 
Gleichungen 
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bestehen, auf die Form 



d(p 
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im — 1 
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im — 1 



trn — l 
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und erhält aus ihr, da sie gleich Null sein muss, genau wie auf pag. 23 
eine Gleichung, die erlaubt, d' durch die übrigen Transcendenten, die 
in 9>vorkommen, auszudrücken; man geräth daher mit der Voraus- 
setzung, dass die Anzahl der in (p enthaltenen Transcendenten auf ihr 
Minimum gebracht ist, in Widerspruch. Daraus folgt, dass t nie einen 
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Logarithmus q^^ Art, dass diese Funktion somit überhaupt keine 
Transcendenten enthalten kann, d. h. dass sie eine algebraische 
Funktion von x sein muss. 

Um die Beschaffenheit der algebraischen Funktion, der die Funktion t 
gleich ist, festzustellen, stützen wir uns auf folgenden, in der oben 
citirten Abhandlung des Herrn Fuchs (Borchardt's Journal, Bd. 66, 
pag. 121 ff.) bewiesenen Satz, den wir gleich in der Form, in der wir 
Yon ihm Gebrauch machen, aussprechen: 

Jedes Integral ^iner homogenen linearen Differentialgleichung kann 
singulare Punkte nur in solchen Punkten der Ebene der x besitzen, 
in denen die CoefQcienten der Differentialgleichung aufhören, endliche 
und stetige Funktionen von x zu sein. 

Da die Coefficienten der Differentialgleichung (A) überall ausser 
im Unendlichen holomorphe Funktionen von x sind, also für sie nur 
der unendlich entfernte Punkt ein singulärer ist, so muss t in dem 
Integrale 

rtdx 

als algebraische Funktion gleich sein einer ganzen rationalen Funktion 
von X plus einer Summe von Ausdrücken von der Form 



X — a ^ 



deren Zähler positive ganze Zahlen sind. 
Man sieht dies auf folgende Weise ein: 
Die Funktion ftdx hat dieselben singulären Punkte wie t, die 

ftdx 

Funktion e besitzt von diesen singulären Punkten nur diejenigen 
nicht, die in ftdx dadurch, dass Summanden wie log {x — «y vor- 
kommen, in der endlichen Ebene auftreten (es ist nämlich der Punkt a 

für c^^*^*""'*^ = (rc — a) , wenn Ä eine positive ganze Zahl ist, kein 

singulärer Punkt), man hat folglich, da j/ = e eine überall ausser 
im unendlich entfernten Punkte endliche und stetige Funktion von x 
sein soll, für ftdx einen Ausdruck zu setzen von folgender Gestalt: 

ftdx =gi(x) + log(x — ay + iog(x — by -\ [- log(x — 1cy 

(gi{x) bezeichnet eine ganze rationale Funktion von x, Ä, B^ - - • K 
sind positive ganze Zahlen); denn ein solcher Ausdruck genügt den 
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Anforderungen, die wir an das Integral y stellen und ergibt für t die 
algebraische Funktion 

die Summe hat selbstverständlich, da t eine algebraische Funktion ist, 
nur eine endliche Anzahl von Gliedern. 

Etwas über den Grad der in t enthaltenen ganzen rationalen 
Funktion auszusagen, gelingt durch folgende Ueberlegung: 

Wir denken uns die Differentialgleichung für t gebildet und stellen 
dieselbe dar in der Form 

tm ^ p^tm-1 + p^^^-2 + . . . + Tm-lt+ Pm + f(t) = 0, (12) 

WO in f(t) alle Glieder zusammengefasst sind, die Ableitungen von t 

nach X enthalten. Setzt man für t seinen Werth g(x) + ^ _ , so 

kann die höchste Potenz von Xy die überhaupt auftritt, nicht in f(t), sondern 
nur in den vor f(t) stehenden Gliedern der Gleichung (12) auftreten. Bildet 

man nämlich die Ableitungen — , — ~ • • • — -, so erhält man in 

—4 ein Glied t^ und ausser diesem nur Produkte von höchstens Tc der 
dx^ 

dt d^~^t 

Faktoren t. — , • • • - ^- -: in allen diesen Produkten kommt min- 

' dx' dx^-^ ' 

destens eine Ableitung von t nach x vor, die höchste Potenz von x 
ist also in allen eine niederere als in ^*, es kann deshalb unter allen 

Gliedern, die P* — |- bei der Entwickelung liefert, nur das Glied P*^* 

dx 

bei der Gradbestimmung in Betracht kommen. 

Wenn wir den gesuchten Grad der ganzen Funktion g{x) mit r, 
die gegebenen Grade der Coefficienten Pi, P^ • • • Pm «ait fi, «^ • • • 
bezeichnen, so haben die höchsten Exponenten der in Betracht kom- 
menden Glieder der Gleichung (12) die Werthe 

mr, (m — l)r + £i, {m — 2)r + B^, • • • r + £^_i, £„,. (13) 

Ist £i die grösste unter den Zahlen £, so besteht, da mindestens 
zwei Glieder, die den höchsten Exponenten von x enthalten, vor- 
kommen müssen, wenn die Gleichung (12) überhaupt durch ein t von 
der gegebenen Beschaffenheit erfüllt werden soll, die Gleichung 

mr = (m — 1) r + «i , 

es ist also 

r = «1. 



m 



I 
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Falls «2 ^i® grosste unter den Zahlen £i, fg * ' * ^m ist, so sind 
in der Reihe (13) alle hinter (m — 2)r + £^ stehenden Exponenten 
kleiner als dieser, man hat mithin zur Bestimmung des Grades r eine 
der drei Gleichungen: 

nir = (m — 1) r + f 1 , 

mr '^^ {m — 2)r + ^2? 
(m — 1) r + £i =*= (m — 2)r + £2 > 
aus denen sich für r die drei Möglichkeiten 



r = siy 

So 

r = 



«2 



2 ' 

r = S2 — Bi 
ergeben. 

Auf diese Weise findet man ganz allgemein: 

Wenn Sk unter allen vorkommenden Grössen s die grösste ist, 

muss r einen der folgenden ^ Werthe haben: 



«1; 

*8 ^S-iL c _f 



3-; 2^3 «^2? 

Pa Sa f-t Sa fio 



2 > ^4 *8^ 



** ^t *i *Jfc"~*2 ^*~"^*— 2 



wobei selbstverständlich die nicht ganzzahligen unter diesen Werthen 
bei Aufstellung der Tabelle auszuschliessen sind. 

Es ergibt sich hieraus z. B., dass die Differentialgleichung 

durch explicite Funktionen, die Transcendenten enthalten, nur befriedigt 
werden kann, wenn der Grad der ganzen rationalen Funktion P von 
X durch m theilbar ist. 

Was die Zähler A, B, - > • K der in t auftretenden Partialbrüche 
anbetrifft, so findet man, dass ihre Werthe sämmtlich der Gleichung 

z (z — l){z — 2) • " {is — m + l) = 
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Wenn wir zum Schlüsse die im Laufe unserer Untersuchung ge- 
wonnenen Resultate wiederholen, so können wir dieselben in die folgenden 
beiden Sätze zusammenfassen: 

1. Wenn die Differentialgleichung (A), deren Coefficienten ganze 
rationale Punktionen von x sind, durch eine explicite Funktion, die 

^ranscendenten enthält, befriedigt wird, so besitzt sie immer ein par- 
ticuläres Integral von der Form 

y :=(x — ay {x — lY"'{x — hye^^ (*^); 

der Grad der ganzen rationalen Funktion gi{x) ist nach der Tabelle 
auf pag. 27 zu bestimmen, A^ B, ' * • K sind positive ganze Zahlen, 
die alle kleiner als m sein müssen. 

2. Jedes Integral der Differentialgleichung (A), das gleich einer 
algebraischen Funktion von x ist, muss eine ganze rationale Funktion 
von X sein, und es ist ein solches Integral nur möglich, wenn die 
Gleichung (14), pag. 29, positive ganzzahlige Wurzeln besitzt; ob das- 
selbe dann wirklich existirt, muss in jedem gegebenen Falle durch 
Anwendung der Methode de^ unbestimmten Coefficienten entschieden 
werden. 



